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Resumen
En este artı´culo se presenta el disen˜o y la experimentacio´n de un problema cla´sico de ca´lculo diferencial, el cual
es planteado en el aula de clase a estudiantes de los programas de ingenierı´a de la Universidad de Santander,
Colombia. Mediante una pra´ctica de la matema´tica experimental, utilizando el software geometrı´a dina´mica
Geogebra se pretende determinar la solucio´n del problema, cuyo objetivo principal es favorecer los procesos
de visualizacio´n para contextualizar el problema de razo´n de cambio y convertirlo en un problema concreto,
asequible y palpable por parte del estudiantado.
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Abstract
This paper describes the design and experimentation of a classic problem of differential calculus, which is
proposed to students in the engineering classroom at the University of Santander, Bucaramanga, Colombia.
Through a practice of experimental mathematics, using the dynamic geometry software, Geogebra, we want
to determine the solution of the problem, whose main objective is promote the processes of visualization to
contextualize the problem of rate of change and turn it into a concrete, affordable and palpable problem the
student.
Keywords: Rate of change, experimental mathematics, dynamic geometry software, Geogebra
Cindy MORGADO y David BERRIO MATUA - Revista del programa de Matema´ticas
1. Introduccio´n
En este an˜o se cumple 39 an˜os de la primera demostracio´n por computador del famoso teorema de los cuatro
colores; es decir, siempre es posible colorear un mapa con cuatro colores de modo que dos paı´ses limı´trofes
tengan asignado distinto color (Appel & Haken, 1977; Appel, Haken & Koch, 1977, citado por Jacovkis, 2001)
las demostraciones se derivan en la comprobacio´n total de las posibilidades mediante un software de compu-
tador, lo cual causo un revuelo increı´ble ya que muchos matema´ticos dijeron que esto no era una demostracio´n,
sin embargo Thomas (1998) sen˜ala:
”Se puede argumentar que nuestra -demostracio´n- no es una demostracio´n en el sentido tradicional, porque
contiene pasos que los humanos nunca podra´n verificar. (...) Concedemos, sin embargo, que verificar un pro-
grama de ordenador es mucho ma´s difı´cil que comprobar una demostracio´n matema´tica de la misma longi-
tud”.
La aparicio´n de ordenadores con gran capacidad de almacenamiento, ca´lculos rapidı´simos y disen˜o gra´fico
de gran resolucio´n ha impulsado cambios tan profundos que ha llegado a ser posible utilizar un ordenador
como un instrumento experimental Banegas (2007). En el siglo XX gracias al computador se ha retornado a la
observacio´n y la experimentacio´n que se tenı´a antes de Euclides en el quehacer matema´tico. Como es sabido
Euclides fue el primero que organizo el conocimiento segu´n axiomas, definiciones, postulados y teoremas, y
todavı´a se expone el conocimiento de esta manera. Si conocemos los axiomas, las definiciones y los postulados
podemos deducir los teoremas, y con los teoremas podemos resolver problemas. Al matema´tico le interesa
asegurarse que cada vez que utiliza un teorema se haya deducido de los axiomas, definiciones y postulados,
sino lo han deducido de esta manera no los utiliza. Esta forma de organizacio´n del conocimiento tiene dos
ventajas:
1. Economı´a: Las bases que necesito son pocas para crear todo.
2. Seguridad: En que´ sentido seguridad, ” yo no utilizo´ algo si no lo he podido deducir de axiomas, defini-
ciones y postulados”. ”Si demuestro el teorema lo puedo utilizar con seguridad”.
Esta demostracio´n del teorema de los cuatro colores no ha sido reducida a un proceso de formalizacio´n que
satisfaga a todos los matema´ticos. Dado que se ha adoptado de la matema´tica moderna (desde el siglo XVII)
la tradicio´n de publicar so´lo resultados en una presentacio´n final, formal y abstracta, dejando en el olvido los
ejemplos nume´ricos y gra´ficos que conducen al matema´tico a la formulacio´n inicial de un teorema. En lo que
respecta, para nosotros, este hecho marco el inicio de la experimentacio´n como ge´nesis del conocimiento ma-
tema´tico. Prueba de ello es la reciente prueba de la conjetura de Kepler quie´n afirmaba que la mejor manera de
apilar objetos esfe´ricos era formando una pira´mide. Este problema se planteo´ hace aproximadamente 400 an˜os
y un programa informa´tico logro´ verificar paso a paso todas las afirmaciones lo´gicas de la solucio´n matema´ti-
ca, lo cual es un gran avance, ya que los ordenadores realizaran el trabajo arduo de realizar ca´lculos demasiado
tediosos.
El propo´sito de este documento es difundir la pra´ctica de la matema´tica experimental usando el software de
geometrı´a dina´mica Geogebra para generar datos, emitir y verificar conjeturas, mediante el uso de las dife-
rentes herramientas que permiten obtener la solucio´n de problemas que involucran variacio´n. Por lo tanto se
presenta el disen˜o y la experimentacio´n de una actividad teo´rico pra´ctica en un curso de ca´lculo diferencial,
propuesta como una alternativa de acompan˜amiento y seguimiento en los procesos de construccio´n del cono-
cimiento relativo al tema de razo´n de cambio mediante el uso del software con el fin de favorecer los procesos
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de visualizacio´n para contextualizar un problema cla´sico del ca´lculo y convertirlo de manera dina´mica asequi-
ble y palpable por parte del estudiantado. En contraposicio´n al frecuente resultado que se obtiene en una clase
magistral, donde muchas veces se memorizan procesos sin llegar a la construccio´n del concepto matema´tico
deseado.
En la actividad no so´lo se trabajara´n los conceptos matema´ticos, sino tambie´n los procedimientos asociados
a dicho concepto, ya que en Geogebra se facilita la conexio´n entre las representaciones gra´fica, algebraica,
geome´trica y analı´tica, lo cual ayudara´ al estudiante a una mejor comprensio´n matema´tica. Adema´s, pretende
familiarizar a docentes y estudiantes universitarios con una herramienta de ensen˜anza e investigacio´n que
permita dejar de lado errores de tipo perceptivo o de exactitud de representacio´n gra´fica que se presenta en el
trabajo de la´piz y papel (Acosta, Mejı´a & Rodrı´guez, 2011).
Esta pra´ctica experimental no esta´ disen˜ada para estudiantes de secundaria. No obstante, estudiantes de edu-
cacio´n media podrı´an realizar la experimentacio´n para acercarse a la solucio´n de problema
2. Marco Teo´rico
2.1. Matema´tica experimental
Para Bailey & Borwein (2003) la matema´tica experimental es un acercamiento a las matema´ticas en las que
se utilizan ca´lculos nume´ricos para investigar los objetos matema´ticos y la identificacio´n de propiedades y
patrones. Esta es una rama de las matema´ticas que utiliza la tecnologı´a informa´tica como una herramienta
diligente en la investigacio´n en matema´ticas en a´mbitos relativos a la exploracio´n de conjeturas y creencias o
indicios y a un meticuloso ana´lisis de los datos obtenidos en la experimentacio´n Bailey & Borwein (2005).
Bailey & Borwein (2003) proponen la tecnologı´a computacional como herramienta para realizar procesos ex-
perimentales relativos a:
1. La percepcio´n y la intuicio´n.
2. El descubrimiento de nuevos patrones y relaciones.
3. La utilizacio´n de representaciones gra´ficas que sugieren los principios matema´ticos subyacentes.
4. Prueba y falsacio´n de conjeturas.
5. Exploracio´n de posibles resultados.
6. Construccio´n de enfoques para llegar a una demostracio´n formal.
7. Sustitucio´n de largas experimentaciones a la´piz y papel por resultados derivadas de algoritmos compu-
tacionales.
8. Confirmando los resultados obtenidos analı´ticamente.
2.2. Te´cnicas y herramientas
Dentro de las te´cnicas y herramientas de la matema´tica experimental tenemos: los me´todos nume´ricos, algorit-
mos computacionales, te´cnicas de computacionales de agotamiento, sistemas de algebra computacional y para
el caso de este laboratorio los software de geometrı´a dina´mica.
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Geogebra es un software que se puede convertir en un ”laboratorio.en el que podemos realizar exploraciones
nume´ricas y simbo´licas a gran escala, sin ”dolores de mano”por los extensos ca´lculos. De esta manera podemos
probar conjeturas y suponer otras completamente nuevas. Este enfoque esta´ dando lugar a descubrimiento de
nuevos resultados e incluso resultados parciales (Borwein, 2004).
La matema´tica experimental, sus me´todos y te´cnicas brindan la posibilidad de:
1. Buscar un contraejemplo a una conjetura.
2. Encontrar nuevos ejemplos de nu´meros u objetos que poseen unas propiedades particulares.
3. Hallazgos accidentales de patrones nume´ricos.
4. Comprobar mediante programas computacionales grandes cantidades de casos (me´todos por agotamien-
to).
5. Verificacio´n de conjeturas que dan luces en la bu´squeda de la prueba analı´tica.
6. Verificacio´n visual de propiedades.
3. Metodologı´a
Determinaremos con el uso de Geogebra la solucio´n del siguiente problema:
Una piscina de 50 metros de largo, 20 metros de ancho, 10 metros de profundidad en un extremo y 4 metros en
el otro extremo; se esta´ llenando de agua como muestra a continuacio´n (el deslizador t representa el para´metro
tiempo contado en minutos). Encontrar la rapidez con la que sube el volumen del agua para cualquier instante
de tiempo t. Explica y justifica tu respuesta.
Figura 1: Llenado de la piscina para t=5.7 minutos
Figura 2: Llenado de la piscina para t=10.55 minutos
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La intencio´n de esta actividad es que el estudiante realice una serie de ca´lculos aritme´ticos, usando tablas
de valores, para relacionar los intervalos de tiempo con la variacio´n del volumen de agua y su respectivo
cociente de diferencias. Se realizara´ este proceso para distintos intervalos de tiempo e incrementos cada vez
ma´s pequen˜os.
Esta actividad va acompan˜ada de una construccio´n en Geogebra, llamado Piscina.ggb, que simula el problema
mencionado. Se le propone al estudiante una serie de acciones que le ayudaran a encontrar la solucio´n del
problema.
Mostraremos cuales son acciones que debera´ llevar a cabo el estudiante para resolver el problema planteado.
1. Analiza la variacio´n del volumen con respecto al tiempo y describe lo que observas.
1.1 Realice los ca´lculos indicados para los intervalos de tiempo dados:
Intervalo de tiempo ∆V ∆V∆t
(4.95 , 5)
(4.96 , 5)
(4.97 , 5)
(4.98 , 5)
(4.99 , 5)
(5 , 5.01)
(5 , 5.02)
(5 , 5.03)
(5 , 5.04)
(5, 5.05)
En esta apartado, el estudiante debera´ manipular el deslizador t para obtener los datos que le per-
mitan llenar la segunda columna de la tabla anterior. Posteriormente, debera´ realizar los ca´lculos
que le brindara´n los datos para completar la tercera columna.
1.2 ¿Aproximadamente cua´l es la razo´n de cambio del volumen con respecto al tiempo alrededor de 5
minutos?
Una vez completa la tabla, el estudiante respondera´ esta pregunta de acuerdo a los datos que obtuvo.
1.3 Realiza los siguientes ca´lculos para los intervalos de tiempo dados:
Intervalo de tiempo ∆V ∆V∆t
(8.995 , 9)
(8.996 , 9)
(8.997 , 9)
(8.998 , 9)
(8.999 , 9)
(9 , 9.001)
(9 , 9.002)
(9 , 9.003)
(9 , 9.004)
(9 , 9.005)
En esta ocasio´n se realiza el mismo procedimiento al realizado en el numeral 1.1, con la diferencia
que el centro del intervalo ahora es t = 9 y el incremento del tiempo es ∆t = 0,001.
1.4 ¿Aproximadamente cua´l es la razo´n de cambio del volumen con respecto al tiempo alrededor de 9
minutos?
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Se responde de acuerdo a los datos que se obtuvieron previamente.
1.5 Registra en tu hoja de ca´lculo los datos del punto V (tiempo, volumen) de la vista algebraica.
1.5.1 Anima con la flecha derecha del teclado el deslizador t (tiempo), hasta 5.01 (?t=0.001)
1.6 Halla la razo´n de cambio entre el volumen y el tiempo ∆a∆t =
a2−a1
t2−t1 , para ∆t = 0,001 de la siguiente
manera:
1.6.1 En la columna C, ubı´cate en la celda C2 y escribe = (B3 − B2)/0,001. Arrastra la fo´rmula hasta
t = 5,01. ¿Que´ significan los valores encontrado en la columna C? ¿El valor obtenido es igual al
obtenido en 1.3?
El estudiante hara´ los ca´lculos apoyado con la hoja de ca´lculo de Geogebra. Y obtendra´ un resultado
como el que se muestra en las siguientes tablas.
Figura 3: Resultados obtenidos con hoja de ca´lculo
Aquı´ debera´ interpretar el resultado obtenido en la columna C (”400” corresponde a la rapidez con la
que varı´a el volumen a medida que transcurre el tiempo t. Es decir, ∆V∆t = 400m
3/min y compararlo
con los resultados obtenidos anteriormente.
1.6.2 ¿Cua´l es la razo´n de cambio del volumen con respecto al tiempo alrededor de t = 5? ¿Es igual
para cualquier otro tiempo t? ¿Que´ pasa cuando ?t se hace ma´s pequen˜o? Explica tus respuestas.
Finalmente, el estudiante debera´ plantear el mismo proceso para distintos tiempos t, incluso para
cada ∆t vez ma´s pequen˜os.
4. Conclusiones
Esta experiencia resulta enriquecedora en primera medida porque se aprende a utilizar el software de geo-
metrı´a dina´mica Geogebra mediante una pra´ctica experimental de las matema´ticas, este tipo de pra´cticas per-
mite: La utilizacio´n de representaciones gra´ficas que sugieren los principios matema´ticos subyacentes y la
exploracio´n de posibles resultados como un acercamiento a la definicio´n no formal o intuitiva de razo´n de
cambio.
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La pra´ctica de matema´tica experimental permite la confirmacio´n de resultados obtenidos analı´ticamente o
tambie´n un acercamiento al proceso analı´tico a partir de procesos nume´ricos. Tal es el caso de la actividad
planteada donde practicamos una serie de ca´lculos nume´ricos para acercarnos a la solucio´n del problema sin
necesidad de realizar procesos analı´ticos o incluso tener ecuaciones o fo´rmulas que modelen el problema.
Este tipo de actividades, adema´s de pretender construir conceptos matema´ticos, trabaja con los procedimientos
asociados a dichos conceptos. Esta relacio´n se evidencia gracias a la conexio´n entre las representaciones gra´fica,
nume´rica, geome´trica y analı´tica que ofrece Geogebra en el tratamiento de problemas de variacio´n en contraste
al trabajo de una clase magistral.
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